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Abstract

En estas notas se presentan se presenta una metodologia sencilla para
establecer los modelos en variables de estados de cuatro tipo de sistemas:
a) Sistemas eléctricos, b) Sistemas Mecénicos Traslacionales, ¢) Sistemas
Mecanicos Rotacionales, y c) Sistemas Electromecdnicos. También se
presentan ejemplos de plantas tipicas de procesos petroquimicos. La
metodologia a emplear serd la fundamentada en el concepto de circuitos
eléctricos andlogos porque no solo es natural para los estudiantes de in-
genierfa electrénica, sino porque ademds permite la consolidacién de her-
ramientas propias de la teoria de redes eléctricas.

1 Modelaje de Sistemas Lineales en Variables

de Estados

Sea P una planta descrita por el operador

P:U—-T:u—y=Pu (1)
donde

y(\) = Plu] () VA€ T

Suponga ademds que la planta es no-lineal, causal y de pardmetros concentrados
o dimensién finita.

Definicién 1 Dada una planta P 1, y sean x1(-), z2(+), ..., Zn(+), un conjunto
de n variables asociadas a P. Diremos que dichas variables son variables de esta-
dos de la planta dada si, y solo si, para un cierto A\, € T se tiene que conociendo



los valores iniciales x1 (M) , 2 (No) -+ -, Zn(No), y el vector de entrada w(\) para
A > Ao, se puede determinar univocamente la trayectoria futura de estado del
sistema x (\), A > Ao conjuntamente con el vector respuesta del sistema y ()
para todo A > Ag.

Una vez asignadas n variables como las componentes o variables de esta-
dos de la planta P, se define como vector de estado del sistema a z(\) =
[£1(\), 22(N), ..., 2,(A)]T", (la operacién Tr es transposicién matricial). Mas
aun, al entero positivo n que representa el niimero de variables de estados se le
denomina orden o dimensién del sistema P.

Lo que se asigna como vector de estado a un sistema dado puede corresponder
al uso de cantidades fisicas bien definidas (voltages, corrientes, velocidades,
posiciones, etc) o consecuencia de otras consideraciones (ademds de las fisicas)
tales como las consideradas en el célculo o solucién de las ecuacione dindmicas
del sistema. Por ejemplo para sistemas mecdnicos se sebe que al conocer las
velocidades de las masas y las posiciones de los resortes en una red mecdnica en
un instante de tiempo dado, es posible predecir el comportamiento futuro del
sistema mecédnico dado sin recurrir a informacién mas anterior de la considerada.
Las velocidades de las masas y las posiciones de los resortes constituyen el estado
del sistema bajo estudio. Las leyes de Newton permiten determinar la evolucién
del estado. Esto se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2 (ver(!)). Considere la planta P : ”Satélite en drbita con la Tierra”
mostrada en la figura (1). Se supone que la masa del satélite, m, serd constante
bajo la accion de la fuerza de gravedad de la tierra. FEl planeta es una esfera
homogénea que gira a una velocidad angular constante w, y su centro es un punto
fijo en el espacio. El problema de control consiste en mantener al satélite en una
drbita circular sobre una posicion deseada, definida por la distancia del centro
de la tierra al satélite r, sujeta a todas las perturbaciones que tienden a mover
al satélite fuera de la trayectoria establecida. Esto es se buscan torques T, y Ty
tal que el radio r (t) del satélite sea constante y 6 (t) — wt donde w representa la
velocidad angular de la tierra y 6 es el dngulo del satélite a partir de la direccion
de una direccion de una linea base fija (la linea horizontal punteada de la figura).

En la figura se muestran los vectores unitarios €.,y y €. (este dltimo en
direccion saliendo del papel que coincide con el polo norte de la tierra) que
definen los ejes de coordenadas

El vector de posicion para el satélite estd dada por

y la velocidad angular del sistema giratorio es
- d
Wi(t)=|-=0)é,
0= (5)

Es posible demostrar aplicando las leyes de Newton en las direcciones r y 6 que



las ecuaciones de movimiento del satélite son

d?r (t) o (t)\? uMm
m[ dt2 —r(t) (dt) ] = T, () - 2 (t)

d*0(t) _dr(t)do(t)
m[r(t) e T dt]

= Tp(t)

donde p es la constante de gravitacion universal.
Defina como variables de estados

() =r(t); a(t)=LW: wo(t)=0() —wt; @i () =20 (2

las entradas al sistema se tomardn como

uy (t) = T.(). ug (t) = Ty(1)

m m

En consecuencia las ecuaciones de estados de la planta serdn

@1 (t) = 22 (t) = fi(z(t),u(t))

o (t) = xy (t) 23 (1) + ‘;%M(g +ur (t) = fo(z(t),u(t))
3 (t) =24 (1) —w = fa(z(t),u(t))

(1) = Dm0 w0 ) (1))

Ahora supéngase que se utiliza un radar para hacer las mediciones. En general,
se podrd medir solamente una parte del estado a algunas funciones que involu-
cren solo parte del estado. Suponga que solo se puede medir r y 0 —wt y que las
mediciones son exactas; entonces, las ecuaciones de salida del sistema son

n@) = =) =0 (x),ud)
ya(t) = z3(t) =01 (x(t),u(?))

En general se supone que el conjunto de entradas que se aplicardn a la planta
es

Tnax
Q, = {u € L[0, 00) : [Jul|, < ma }

donde Tyax es magnitud mdxima que puede soportar el satélite.

En este caso, las variables de estados x1 (t),xa (t);x3 (t) y x4 (t) empleadas
(ver (2)) tienen un significado fisico definido, ya que cada una de ellas rep-
resenta una variable fisica relevante a la representacion dindmica de la planta
considerada.

Si para una planta dada P se encuentra un vector de estados x (t) el cual
cumple con las hipdtesis arriba exigidas, entonces uno de los modelos en variables
de estados para representar sistemas no-lineales es

x(t) = f(z(t),u(t),t)
y(t) = g(x(t),u(t), 1) (3)

donde



Figure 1: Satélite en ¢érbita con la Tierra

« T= R, =[0,x)

YVt € Ry, x (t) € R™ es el estado de la planta en el instante t.

Vt € Ry,u(t) € R™ es la entrada o ley de control de la planta en el
instante .

Vt € Ry,y(t) € R™ es la salida o variable controlada de la planta en el
instante .

e f:R"XR"™ xRy — R"
e g: R" xR"™ x Ry — R™

t) se le denomina ecuacién de estado,

La relacién z(t) = f(z(t),u(t),
t) se le conoce como ecuacién de salida de

mientras que a y(t) = G(x(t), u(t),
la planta..

Es interesante observar que las ecuaciones de estados de un sistema dado P,
3, representan un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden. Este
tipo de modelo no es nada restrictivo, ya que si sucede que la planta P estd
descrita por una ecuacién diferencial escalar de orden n como la que se muestra

a continuacion
dy(t) _ dy (t) d" 'y (t)
dtm =V (y (t)a dt ’ I dtn,1 7u(t) 7t (4)

entonces, manipulando dicha relacién es posible transformarla en la forma 3.
Para eso defina

xl(t):y(t)a xQ(t):%y(t)v ceey xn(t):g;zl1y()



y se tiene que 4 es equivalente a

j?l (t) = X9 (t)
1’2 (t) = T3 (t)

Tn (t) = U(xy(t),22(t),...,zn (1), u(t),t)

Y observe que dichas relaciones coincide con 3 si se toma

z(t) = [z1(t), 22(2), ..., 2, (t)]T" .
fx@),u(t),t) = [z2(t), ..., 20(t), ¥ (21 () 22 (), o 20 (), (2) )]

Ejemplo 3 (Sistemas Robdticos) Las ecuaciones dindmicas que describen un
robot rigido es

M(q)G+V(g,q)+G(q) =7 (5)

donde M (q) es una matriz de inercia n X n, q y sus derivadas son vectores de
dimension n x 1 de coordenadas generalizadas, y V (q,q), G (q)y T son vectores
de dimension n X 1 que contienen los torques dependientes de velocidades, los
torques de gravedad, y los torques de entrada respectivamente.

Suponga que se define como vector de estados

(BN (a®) ) o
““‘(M(t))‘(wt))d ’ (6)
zM (t) € R*, 23 (t) € R"

y que el vector de entrada es u(t) = 7(t), y que la salida de este sistema es
y(t) = q(t). Ahora bien, es posible demostrar que todos los sistemas robdticos
son tales que la matriz de inercias M (q(t)) es invertible para todo t. Por lo
tanto

< 38 > - { M (g () [V (;((tt)),‘?(t))wLG(q(t))} ] * { M~ (q (1)) }T(’f)
o (56)

Finalmente, usando la definicion 6 se puede expresar 7 como

4 g [ =W @
fo= (T ) = | i oy 0 e) 1 ) 1 art a0y |
_ |: fi(z(t),u(t)) } = f(x(t),u(t)

(8)
donde

o fi(z(t),ut) = z®@ y



o fi(z(®),u®)=-M"1(zW)[V (2D, 2®) +GzW] + M~ (2V)) u
Mientras que la ecuacion de salida serd

y (t) = [In, 0]z (t) = g (z () ,u(t)) (9)

Por lo tanto, mediante las relaciones 8 y9 hemos obtenido un modelo de 5 de la
forma mostrada en 3

Teorema 4 Sea P una planta continua, de dimensidn finita y causal descrita
por las ecuaciones de estados 3. Si P es lineal, entonces el mencionado modelo
se convierte en

4p(t) = At)x(t) + B (t) u(t)

y(t) = C(t) z(t) + D (¢) u(t)

donde para todo t € Ry, A(t) € R"™, B (t) € R"*"™,C (t) € R™*™", D (1) €
R™>™ _ con n la dimensidn del sistema.

A continuacién presentamos un ejemplo sencillo que permite ilustrar la man-
era en que se seleccionan las variables de estados.

Ejemplo 5 Sea P una planta continua, escalar, de pardmetros concentrados,
con entrada w € U = {u € L3]0,+00) : j—;u existen para i = 1,2,...,m}.

Descrito por la ecuacion diferencial Entrada/Salida siguiente:

d"y (t) dy"~* (t) d™u (t)
an + On—1=m=1 +tay(t) = bm+1dt7m

+ e boult)

Ahora, recuerde que para resolver esta ecuacion diferencial de orden n, o sea,
caleular y(t) para todo t > to, dado u(t),t > to, se requiere n-condiciones
iniciales (CI’s). Generalmente dichas CI’s son

y(tO)a y/ <t0)7 ce 7y(n_1)<t0) (10)

Por lo tanto, si se definen

1 (to) =y (to)
z3 (to) =y (to)

Ealto) = 5" (ko)

se observa de inmediato, que conociendo x (to) = (1 (to), o (to), -+ , o, (to))’
(las CI’s, ?? conjuntamente con el segmento de entrada {u(t) : t > to}, es
suficiente para determinar x (t) ey (t) para todo t > ty. En otras palabra, x (t) =
(y@),y@), - ,y™ (t))l califica como vector de estado de la planta P dada.
Mas atin, las variables de estados seleccionadas de esta manera se conocen con
el nombre de variables de fase.



Sea P una planta continua, de dimensién finita, causal e invariante en el
tiempo descrita por las ecuaciones de estados 3. Si P es lineal, entonces el
mencionado modelo se convierte en

4 2(t) = Az(t) + Bu(t) (11)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

donde para todo A € R"", B € R""™ C € RwW*", D € R™*™ con n
la dimensién del sistema. En cuyo caso expresaremos 11 usando la siguiente

estructura de datos:
P A B
"\ C D
n,xr

2 Formulacién de las Ecuaciones de Estados para
un Sistema Fisico

Existen diversas maneras para formular las ecuaciones de estados de una planta
dada P. En esta seccién se presentard un método bastante sistemdtico para
plantear dichas ecuaciones.

Lo primero que hay que suponer es que toda planta fisica P puede repre-
sentarse en términos de las interacciones entre un numero finito de elementos
agrupados. Sin embargo, el propdsito no es ser exhaustivo en el tratamiento,
sino ilustrar el procedimiento para los siguientes tipos de plantas:

e Sistemas Eléctricos,
e Sistemas Mecdanicos Traslacionales,
e Sistemas Mecanicos Rotacionales,

e Sistemas Electromecéanicos.

2.1 DModelaje en Variables de Estados de Redes Eléctricas
Lineales

A continuacion se establecera una regla general para la derivacién de las ecua-
ciones de estados de una planta P constituida solo por elementos eléctricos
pasivos, y luego se presentaran ejemplos para ilustrar el uso de la técnica. Estos
ejemplos servirdn también para demostrar la dificultades que se pueden encon-
trar con la aplicacién del procedimiento de modelaje.

Fl procedimiento para establecer las ecuaciones de estados de una red eléc-
trica P mediante la asignacién de variables fisicas correspondientes a variables
asociadas a los elementos acumuladores de energia, se muestra a continuacién:



1. Identifique cada la corriente de cada inductor y el voltaje de cada conden-
sador con una componente del vector de estado z. Naturalmente, corri-
entes de diferentes inductores y diferentes condensadores le corresponderan
diferentes entradas (a pesar de que los valores nominales de los inductores
o condensadores sean idénticos).

2. Use la ley de corrientes o la ley de voltajes de Kirchhoff para escribir una
ecuacién que solo involucre una de las componentes de ‘fl—f, pero que no
involucre cualquier componente del vector de salida y o cualquier otra
variable distinta a las componentes del estado x o del vector de entrada

u.

3. Use la ley de corrientes o la ley de voltajes de Kirchhoff para escribir
una ecuacion que solo involucre una de las componentes de gy, pero que
dx

no involucre cualquier componente del vector 47 o cualquier otra variable

distinta a las componentes del estado x o del vector de entrada u.
4. Organice las ecuaciones derivadas en el paso (2) como

d
ax(t) = Az(t) + Bu(t)

y a aquellas derivadas en el paso (3) como
y(t) = Cz(t) + Du(t)

Es posible sistematizar ain més la deduccién de las ecuaciones dindmicas de
la planta (pasos (1) y (2)) mediante los llamados métodos de lazos y de nodos.
Con el objeto de ilustrar la aplicacién de dichos métodos considere la el sistema
eléctrico con varias mallas mostrado en la figura (2.1)

y el mismo circuito pero ahora visto como una red con multiples nodos (ver
figura (2.1)).

Meétodo de Lazo Considere en este caso el sistema mostrado en la figura (2.1),
y considere como objetivo expresar las corrientes de lazo en términos de
las fuentes de tensién aplicadas a la red. Dibuje una corriente de lazo
alrededor de cada lazo cerrado del la red en sentido horario, y luego escriba
la ecuacion de voltaje Kirchhoff para cada lazo. En este caso se tienen
tres lazos, y en consecuencia se obtienen tres ecuaciones

<R1 + CL) i1 (t) — Ryiz (1) — Cii:a t) = e

o
—Rlil (t) + (R1 + R2 + LO’) i2 (t) - R2i3 (t) = 0
1 . Ly,
—E’Ll (t) — RQ’LQ (t) + (Rl + Rg + C’O’) 13 (t) = 0

donde para sistemas de tiempo continuo o = %.



+
e
. (0 e\ .,

1

R3

Las ecuaciones anteriores pueden expresarse en forma matricial como:

(R +&5) -Ry -= i (1) e (t)
—Ry (Rl + Ry + LO’) —Rs 12 (t) = 0
—& —Rs (R1 + R3 + é) i3 () 0

Q(o)

Noten que la matriz de operadores @) (o) es simétrica, y sus elementos son
funciones racionales reales en el operador o.

Método de Nodos Los nodos de la red eléctrica se identifican con letras tal
como se muestra en la figura (2.1). Ahora se aplica la ley de corrientes de
Kirchhoff en cada uno de los nodos en términos de los voltajes de nodos,
donde el nodo d se ha tomado como referencia o tierra. Por ejemplo, el
voltaje vpq es el voltaje en el nodo b con referencia al voltaje en el nodo d.
Por simplicidad, el voltaje vpq se representa por v,. El objetivo principal
de un anilisis de nodos de una red consiste en expresar los voltajes de
nodos en términos de las fuentes de corrientes aplicadas a la red.

En este caso, ya que el voltaje en el nodo a se conoce, v, (t) = e (t), solo
se desconocen los voltajes de nodos v, y ve, y en consecuencia, solo se
requieren dos ecuaciones



la
R, ) R2
al—AAN AN\ ——e
I I ls
Iy 2 3

() T .

R3

o

y en términos de los voltajes de nodos se obtiene

v () —va (1) ve (t) — ve (t)

Rl + 00'1117 (t) + T = 0
ve (£) —wp (t)  ve (t) 1 B
R + Rs + o (ve—e(t)) = 0

Reorganizando lo términos para luego sistematizar la forma final

(Rl‘f'CJ-‘v-];)Ub(t)—];vc(t) = %?
—];vb(t)+(];2+}%3+;a)vc(t) = L% (t)

o en forma matricial
1 1
(7 +Co+ %) R [vb(t)}_[ o }
1 1 1 1 T L
_FTQ (R72+R73+ﬁ) Loe(t)

En este ejemplo, solo se requieren dos ecuaciones nodales para calcular los
potenciales vy, y v.. Sin embargo, una ecuacién adicional debe establecerse
si se desea calcular la corriente en la resistencia Rj3.

Las reglas para escribir las ecuaciones nodales se re resumen a continuacién:
1. El nimero de ecuaciones requeridas es igual al niimero de voltajes nodales

desconocidos.
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2. Se escribe una ecuacién nodal por cada nodo.

3. Cada ecuacién incluye:

(a) El voltaje nodal multiplicado por la suma de todas las admitancias
que estdn conectadas a ese nodo. El término es positivo.

(b) El voltaje nodal al otro extremo de cada rama esta multiplicado por
la admitancia conectada entre los nodos. Ese término es negativo.

Ejemplo 6 Considere el sistema eléctrico mostrado en la figura (2.1). En esta
red se tiene cuatro nodos y se conoce el voltaje de uno de ellos, por lo tanto un
andlisis nodal requerird plantear tres ecuaciones nodales. Por otro lado, la red
presenta tres mallas y todas sus corrientes son desconocidas. En consecuencia
es irrelevante desde el punto de vista de nimero de ecuaciones a resolver cual
método se aplica, sin embargo, debido a que las fuentes de alimentacion es en
realidad una y de voltaje es preferible hacer un andlisis de malla.
Aplicando el método se obtienen las siguientes ecuaciones fundamentales

1 -
(Re+Lio+ &) ot 0 i (2) va (8)
— Lo+ds+ds) —os 2 8 = 8
1 '3
0 e (e + 37

donde la tension de entrada es v, (t) .
Defina como variables de estados a las corrientes de los inductores y los
voltages de los condensadores, esto es

1 (t) = () (12)
z2(t) = 12(1)
z3(t) = v l(t)
zy(t) = wva(t)

11



y note que

ve(t) = 55mar4ﬂm
oa(t) = 5;mar4um

Por lo tanto, de la primera ecuacion fundamental se obtiene

L) = va )

Ry (t) + Lipzy (t) +
Cs

o0 sea,
d R 1

1
%ZC]_ (t) = —flxl (t) — mZ‘Q (t) + Eva (t)

De la sequnda ecuacion fundamental se encuentra

Lapia () = g i1 () = i2 (0] + . [ () = ia (9] =0

0 seaq

LQ%xQ (t) — I3 (t) + x4 (t) =0

FEn consecuencia
ix (t) — l$ (t) _ lx (t)
2 L? L

De la definicion de la tercera componente de la ecuacion de estado y apli-
cando las reglas del cdlculo operacional se encuentra que
s () = oo () = g (0
Finalmente, de la tercera ecuacion fundamental se tiene
1 . )
~Cw [i2 (t) — i3 (t)] + Rris (t) =0

esto es
—Ty4 (t) + Rjis (t) =0

pero de la definicion de la cuarta componente del vector de estado se deduce
02p$4 (t) = T2 (t) — i3 (t)

y eliminando la corriente iz (t) usando la relacion is (t) = RiLm (t) se llega a

d 1
CQ am;; (t) = T2 (t) — E.’E;; (t)
En consecuencia
Lai(t) =~ (t) — 2 (1
't Cy 2 CoRp



ea/Rs C; Co |

Defina como senal de entrada a u (t) = eq (t) ; mientras que la salida del sistema
serd y (t) = Rris (t), para arribar a las siguientes ecuaciones de estados para la
planta eléctrica dada

E RS EARE:
o (t 1 -1 o (¢ 0
2 It e I S R A P N R
x4(t) 0 o 0 ﬁ 1‘4(t) 0
Z‘l(t)
IEQt
y(t) = [0 0 0 1] ZBEJ + [0] w (t)
{,C4(t)

Si se quiere realizar un andlisis nodal es recomendable transformar la fuente
de tension en una fuente d corriente equivalente como se muestra en la figura
(2.1). Aplicando el método se obtienen las siguientes ecuaciones fundamentales

1 1 1
(Ri + ﬁ) T 0 s (1) €a (0
1 1 1 1 _ s
- L10’ (Lla' + Lgo’ + 020-) - Lzo' UC (i) - 0
| 2 (o) L) Lo

Se deja como 1til ejercicio la deduccion las ecuaciones de estados para este
sistema empleando las definiciones de las componentes del vector de estado
dadas en (12) y las ecuaciones fundamentales encontradas por el andlisis nodal.

Ejemplo 7 Considere el circuito eléctrico unipuerto mostrado en la figura (2.1).
Se identifica la corriente I con la entrada u (t), y el voltaje V' en los terminales
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de la fuente de corriente como la salida y (t). Ademds, siguiendo el paso 1, se

=[]

Aplicando andlisis nodal (y observando que la resistencia Ry estd en serie con
la fuente de corriente) se tiene

(+Co0) % {Vm (t } B [ u(t)}

_Rig (RLQ + CQO’) Voo (t) 0
0 sea,
1 d 1
Exl (t) + Cl %1'1 (t) - ELEQ (t) = Uu (t)
LW+ Lot +de,w = o
7 1 7 2 2 T2
FEsto es
d 1 1
—a(t) = — ¢ )+ —u(t
Q) RZClifl()+R201$2()+clu()
d 1 1
—25(t) = ——x1 () — t
a2 ) e, W e ®
mientras que la ecuacion de salida es
y(t) = Riu(t)+ Ve, (t)
z1 (t) + Rau(t)
Por lo tanto las ecuaciones de estados del sistema son
d | 2 (1) ] [ _32101 R2101 } [ 1 (1) ] [ o ]
— = + Lol (t
dt [ o (t) e T 3 (t) 0 ®)
_ 1 (t)
v = [0 o] 20 ]+ miu

Ejemplo 8 Considere la red eléctrica multipuerto mostrada en la figura (2.1),
con variable de entrada u (t) =V (t) y senal de salida y (t) = I, (t). El vector
de estado x puede tomarse como

Ve,
Ir,
Ve,

x (t)

Ve

n
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Aplicando andlisis nodal se obtiene las ecuaciones fundamentales del sistema
dado

! 1 1
(Ril + Lp—11p + Cnp) _Ln—lp o 0 VCn
1 1 1
T Laoap (Ln71p + Lyn_2p + Cn*lp) o 0 Ve,
' Vi
0 0 (% + &5 +Cw) =
r v
Ry
0
| O

Solo resta notar que se tiene que

Vo, (t) = Ve, ., () = Laaaplp, ., (1)
Vcn—l (t) - VCn—z (t) = Ln72pILn,—2 (t)
Ve, () = Ve, () = Laiply, (t)

En consecuencia se obtienen las siguientes ecuaciones de estados

d

P (t) = Az(t)+ Bu(t)
y(t) = Cxz(t)
IRl |R2
+ R1 R2

+ +
I <>V(t) Cl — Vci C2 —/— Ve

15



donde

B R S
Ly L1
0 -z 0 0 0 0
A = : :
0 0 0 0 e
0 0 0 = 0 Y
. 00 0 ~o. ~om |
0 T
0
0
B = :
0
0
1
L C,R1 A
C =[5 00 - 00 0]

Sin embargo, las ecuaciones de estados mo son unicas; otro conjunto de ecua-
ciones se logra con la transformacion

VCizy (1)
VLizo (t)
7= | VCaxs(t)

VCrzn (2)

y se obtienen de las ecuaciones fundamentales las nuevas ecuaciones de estados

d _ _
pri (t) = Az(t)+ Bu(t)

y() = Cz(t)
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IRl

Lna1 Ly
YA T— — VYL
R
V() '
® |
— lna — Cz — = Céi y R
Cn Cn—l ?
donde
- 1 1
~ iR, T 0 0 0 0
——= 0 L 0 0 0
VL.iCy L L1C>
0 ~VLos 0 0 0 0
A = E : 1
0 0 0 © Ve
0  /In1Cn s (1) 1/Ln,110n
I 0 0 0 0 Nt — iR
-0 T
0
0
B = :
0
0
1
L VC.R: J
¢ =[v@dm 00 000
. . . A B
La relacion existente entre la representaciones P : C D y P :

7N
Qs

o o

)

) se estudiardn mds adelante
n,z

B

La deduccién de un modelo de estados para una red lineal mediante la
asignacién de las componentes del vector de estados x, de variables fisicas no
es sencilla en general, y como se ilustra en los ejemplos que se presentan a
continuacién.

Ejemplo 9 Considere el circuito eléctrico mostrado en la figura (2.1), Es ev-
idente que el comportamiento dindmico de este sistema estd descrita por la
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(t)

ecuacion d
V(t)=RI(t)+ L£I(t)

Si se supone que la entrada al sistema es u(t) = I(t), y la senal de salida o
respuesta es y (t) = V (t), no manera inmediata de establecer las ecuaciones de
estados en la forma standard. En este caso, la variable fisica que corresponderia
al estado del sistema seria la corriente del inductor, o sea, x (t) = I (t), y ahi
radica el problema, ya que el estado coincide con la senal de entrada. Cualquier
intento de hallar una expresion para & (t) necesariamente involucra la derivada
de la serial de entrada u (t) , haciendo de esta manera que sea imposible encontrar
la ecuacion de estado en la forma deseada. Sin embargo, si u(t) = V (t) e
y (t) = I(t), entonces de inmediato se obtiene

d R 1
e t) = T (t) + U (t)
y(t) = lax(t)+0.u(t)

y cuyas ecuaciones de estado estdin en la forma standard.

Con el objeto de ilustrar aiin mds el problema de escritura de las ecuaciones
de estados planteado, considere el sistema eléctrico mostrado en la figura (2.1).
En este caso se tiene dos elementos almacenadores de energia, en consecuencia
se postula que el vector de estados tiene dos componentes definidas por las vari-
ables fisicas: el voltaje en el capacitor y la corriente a través de inductor; esto

o[

Sin embargo, es interesante resaltar:
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Ve

®
I(t)

.

e el sistema tiene solo una variable de estado Ve (t) ya que

o) = SI0)
V(i) = Ve@)+RI(t)+ Lil (t)

dt

siendo u (t) = I1(t), y(t) = V (¢). Dichas ecuaciones solo se pueden ex-
presar como

—ux(t) = Az(t)+ Bu(t)
d
y(t) = Cz(t)+Du(t)+ Eiu (t)
la cual nuevamente no estd en forma standard.
o A pesar de que el estado es unidimensional, se requiere conocer Ve (0) y

I(0—) para calcular la salida V (t); o sea, I (t) es como si fuera también
una variable de estados.

Ademss de la dificultad que ilustra el ejemplo anterior, se concluye que
existen sistemas dindmicos donde la dimensién del vector d estado es menor que
el nimero de elementos almacenadores de energia (se puede demostrar que la
diferencia es el rango de la matriz E).

Ejemplo 10 Considere la red mostrada en la figura (2.1). Para este sistema
eléctrico se tienen las siguientes relaciones

d

C%Vc(t) = I (t)

L1%IL1 (t) = LQ%ILg(tHVc(t)
I(t) = Ipi(t)+1I2(t)
V() = Ll%lm(ﬂ
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I(t) V(1) Iy L1 '

i

No existen ecuaciones adicionales a estas que sean independientes, en conse-
cuencia, cualquier ecuacton de estado deberd construirse empleando esas rela-
ciones. Después de varios intentos, se puede demostrar que con entrada u (t) =
1(t), salida y(t) =Veo (t) y

I (1)
x (t) = IL2 (t)
Ve (t)
resulta imposible encontrar matrices A y B tal que
d
pr (t) = Az (t) + Bu(t)
y lo mejor que puede hacerse es
1 L
d Iy (t) 0 0 (L2+1L1) I (t) (LZI—FLI) d
@ | @ =10 0 —gy | @)+ iy | g
Vo (t) 0 Cc! 0 Ve (t)

La dificultad que se encuentra en ejemplos como el anterior consiste en la
insistencia de fijar las entradas del estado como variables fisicas asignadas a
los elementos almacenadores de energfa, o sea, corrientes en los inductores y
voltajes en los condensadores. De flexibilizar esta exigencia, sera posible encon-
trar modelos en variables de estados en la forma standard para redes eléctricas
lineales.

Particular atencién hay que prestarle a sistemas eléctricos donde se encuentra
a un transformador o un girador como uno de sus componentes.

Recuerde que un transformador Tr ideal es una red de dos puertos cuyo
simbolo se muestra en la figura (2)

y en el cual se cumple las relaciones
Vit) = mVa(t)

L) = b
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N1 Nz

a Cc
+ ° ° +
N S
Iy (t
Va(t) 10 Loy Ve
/// \\\
b d

Figure 2: Transformador Eléctrico Ideal

donde
ni
m= —
N2
representa la relacion de vueltas del transformador, n; es el nimero de vueltas
del enrollado en el terminal primario a — b, mientras no es el nimero de vueltas
del enrollado en el terminal secundario del transformador.
Es importante observar que la potencia suministrada al primario estd dada
por

poty = V1 (t) I (t)
mientras que la potencia de salida estd dada por
poty = Vo (t) I (t)
en consecuencia
poty = Vi (t) I (t) = (mVa (t)) <7711[2 (t)>
= V2(t) Iz (t) = poty

En conclusién, en un transformador ideal no hay almacenamiento o disipacién
de potencia.

También es interesante recordar como se refleja la impedancia de un terminal
a otro, suponga que se tiene el circuito eléctrico mostrado en la figura (2.1)
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+ Vi(t) m + Va(t)

[CH ot)
S S— — e
Ijt) L, R, Cy C. R L. I}t)

Aplicando analisis nodal a la red dada se obtiene

<010'+ i + 1> V1 (t) +.[1 (t) = I(t)

R1 L10’
L@+ (Cot—t+ V@ = L@
L 20 R, Lo 2 = 2

y segun las relaciones constitutivas del transformador Vi (t) = mVa (¢) y I (t) =
L5 (t), se tiene

1 1 1 1 1
(Gt g+ )+ - |10+ (oo 4 ) Va0 = 100
esto es
1 1 1 1 1 1
L 4+ — |1 (¢ — )=V = It
(Gt gt s )0+ o [+ (G + g+ ) 2] = 1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
— —t = — === —1I = I
{<C1+m202>0+<R1+m2R2>+<L1+m2L2>J]V1(t)+mL(t) (t)
1 1, 1
il iy = ]
(Ceqa—l—Req—l-Leqa >V1(t)+m (1) (t)
donde
1
Ceq - Cl"‘V—WCZ
Lo 1 11
R — R m2Ry
L1 11
Leq o Ll ’ITL2L2

Por lo tanto, al reflejar todos los elementos en el secundario del transformador
al sector primario de este se obtiene el sistema equivalente mostrado en la figura
(2.1)
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+ V(1)

1L ()/m

Va(t) Va(t)

De igual manera la reflexién también puede hacia el secundario empleando
la relacién Vi (t) = mVa (t) en el caso donde el voltaje V5 (t) sea la variable de
interés como respuesta del sistema.

También es de interés el elemento giratorio cuya representacién simbélica se
muestra en la figura (2.1)

cuyas relaciones constitutivas son

Vi (t)

I ()

rals (t)
Ly,
ra

donde rg es la relacion del elemento giratorio. También es importante observar
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m=ry/rp

ry )
—_— —>.—> —
Equivale
L
r
e —>.
| Equivale
By Te — cr’
o

que este es un elemento que no almacena o disipa potencia ya que

potv = Vi(t) [y (t) = (rala (£) (1Gv <t>>
= va (t) _[2 (t) = potz

Algunas propiedades interesantes de los giratorios se muestran en la figura
(2.1)

En el proceso de obtencién de un modelo en variables de estados para un
sistema que tenga como elementos a un transformador y/o un elemento giratorio,
es posible que las senales de entradas no necesariamente estdn bien definidas
como se ilustrard a continuacién, y en consecuencia, puede ser muy dificil o
imposible deducir modelo en variable de estados alguno.

Ejemplo 11 Considere la red mostrada en la figura (2.1). Debido a la presen-
cia del transformador, las seriales de entradas Vi (t) y Va (t) no pueden selec-
cionarse independientemente. Por lo tanto, es imposible escribir las ecuaciones
de estados de dicho sistema cuando

Vi (t)
u(t) =
®) [ Va ()
No hay manera posible de evitar esta dificultad.
En términos generales, el uso del transformador también implica dependen-
cia lineal entre muchas variables de estados. En consecuencia, el vector de

estado tendrd una dimension inferior al nimero de elementos almacenadores de
energia.
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2.2 Modelaje en Variables de Estados de Sistemas Mecani-
cos Traslacionales

Los sistemas mecdnicos que involucran masas, resortes y elementos de fric-
cién son muy similares a los sistemas eléctricos. Sin embargo, para describir
el movimiento de cada parte de un sistema mecédnico se requiere tanto como seis
componentes de velocidad; tres de traslacién y tres de rotacion.

Es posible centrarse en sistemas mecdnicos traslacionales o sea aquellos que
presentan desplazamientos solo en lfneas rectas en un espacio tridimensional
con eje de coordenadas . Por convencidn, los movimientos positivos se tomardn
a aquellos que salen del origen de coordenadas en las direcciones positivas de
los ejes 1,1, y 1,.

Para simplificar atin mds el andlisis, suponga que los sistemas mecdnicos
traslacionales a estudiar son tales que los movimientos ocurren solo en una
de las dimensiones del eje de coordenadas; por lo tanto, la interconexién de
los elementos bésicos (dtomos) como la masa, el resorte y amortiguador, y las
limitaciones sobre el movimiento puede describirse adecuadamente en una di-
mensién. Esto hace relativamente el proceso de modelado matemaético mediante
variables de estados de este tipo de sistemas, ya que el anélisis vectoriales no es
necesario.

Los sistemas mecdnicos cumplen con la ley segunda de Newton: "La suma
de todas las fuerzas aplicadas a un cuerpo dado es igual a la suma de todas las
fuerzas reactivas". En referencia a la figura (2.2)

la ley de Newton puede establecerse como
h+EB+FB=F+FR+F.+F
El andlisis que se realizara en esta seccién solo incluird funcione lineales. Efectos

tales como la friccién estética, la friccion de Coulomb y otros efectos de friccién
no lineales no serdn considerados.
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2.2.1 La masa de traslacion

Toda materia tiene cierta masa, incluso los componentes de la mayorfa de los
sistemas de ingenierfa. Se acostumbra a representar un elemento mecénico como
una masa si el comportamiento del componente provocado por la inercia es sig-
nificativo con respecto a las demds caracteristicas. ES posible describir la inercia
como la resistencia de un cuerpo a modificar su estado actual de movimiento.
Un objeto en reposo comienza a moverse solo cuando se le aplica una fuerza.
Del mismo modo, una masa que se mueve a una velocidad constante y en linea
recta cambiard de dicha direccién y/o velocidad solo si se le aplica una nueva
fuerza.

La masa M es el elemento inercial. Una fuerza aplicada (causa) a una masa
genera una aceleracién (efecto) de la masa. La fuerza de reaccion Fyy es igual al
producto de la masa M y la aceleracion, y es opuesta a la direccién de la fuerza
aplicada. En términos del desplazamiento z (t), la velocidad v (t) = &z (t) y la

., 2 ., .
aceleracion a (t) = j?z (), la ecuacion de fuerzas segun la ley de Newton para
este elemento serd

Fy (t) = Ma(t) = Mov (t) = Mo?z (t) = ZFe
y donde Y F, es la suma de todas las fuerzas externas aplicadas a la masa M.

La representacion de la masa como un elemento de red se muestra en la figura
(3)-(i). Un terminal, a, representa el movimiento de la masa; mientras que el
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b d f

(i) (ii) (iii)

Figure 3: Elementos de una Red Mecdnica Traslacional

otro terminal, b, se considera tener el movimiento de la referencia (;Tierra?).
La fuerza de reaccién F); es una funcién temporal y se considera que fluye ”a
través” de la masa M.

2.2.2 El resorte de traslacién

La elastancia o rigidez, K de un elemento mecdnico suministrard una fuerza
restauradora similar a la de un resorte traslacional. En consecuencia, si se
comprime, el resorte tratard de estirarse; mientras que si se estira, este tratard
expandirse para regresar a su posicién de equilibrio. La fuerza de reaccién Fi (t)
sobre cada terminal de un resorte traslacional es la misma e igual al producto de
la constante de elastancia K y la cantidad de deformacién espacial del resorte.
La representacién de un resorte como elemento de red se muestra en la figura
(3)-(ii). El desplazamiento de cada terminal o extremo del resorte se mide a
partir de la correspondiente posicién original o de equilibrio. El terminal c tiene
una posicién z., y el terminal d tiene una posicién x4, medidas ambas desde
sus respectivas posiciones de equilibrio. En consecuencia, la ecuacién de fuerza
cumple con la ley de Hooke la cual establece

Fi () = K (e () =24 (t)) = Kp™" [ve () — va (t)]
Si el terminal d estd fijo, entonces z4 (t) = 0, y la ecuacién anterior se reduce a
Fr (t) = Kz, (t) = Kp~ o, (t)

El grifico de Fix vs x. para un resorte real no es generalmente una linea recta
(ver figura(4)), debido a la caracteristica no lineal del resorte. Sin embargo,
sobre una regién limitada de operacion, la aproximacién lineal, da una aproxi-
macioén satisfactoria.
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F M (Xc)

_dF,
dx,

Figure 4: Caracteristicas de un Resorte Real

2.2.3 El amortiguador traslacional

En los sistemas mecédnicos, el amortiguamiento se refiere generalmente a cualquier
resistencia al movimiento que provoca la atenuacién de éste tltimo. A diferencia
de las masas y resortes que almacenan la energia, los elementos que provocan el
amortiguamiento disipan la energia (y son elementos estéticos).

La amortiguacion o friccién viscosa B caracteriza entonces a aquellos elemen-
tos mecanicos que absorben energia. La fuerza amortiguadora es proporcional
a la diferencia en velocidad de los dos cuerpos. La suposiciéon que la friccién
viscosa es lineal con respecto a la variacién en velocidad simplifica el anélisis del
comportamiento dindmico del sistema mecdnico bajo estudio. La representacion
del efecto de disipacién o amortiguamiento como elemento de red se presenta en
la figura (3)-(iii) como un amortiguador. La amortiguacién presente en un sis-
tema puede ser natural como consecuencia de la construccion fisica o intencional
(va que tiende a estabilizar los sistemas). La fuerza reactiva de amortiguamiento
Fp (t) se aproxima mediante el producto de la constante de amortiguamiento B
y la velocidad relativa de los dos terminales del amortiguador. Esto es

Fp (t) = Blve (t) = vs ()] = B pz. (t) — prs (t)]

El procedimiento para establecer las ecuaciones de estados de un sistema
mecdnico traslacional P mediante la asignacién de variables fisicas correspondi-
entes a variables asociadas a los elementos acumuladores de energfa, se muestra
a continuacion:

1. Identifique cada posicién de cada resorte traslacional y la velocidad de
cada masa con una componente del vector de estado xz. Naturalmente,
posiciones de diferentes resortes y diferentes masas le corresponderan difer-
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entes entradas (a pesar de que los valores nominales de los resortes o masas
sean idénticos).

2. Use la ley de fuerzas de Newton y las leyes constitutivas de cada elemento
del sistema, para escribir una ecuacién que solo involucre una de las com-
ponentes de d—”t”, pero que no involucre cualquier componente del vector de
salida y o cualquier otra variable distinta a las componentes del estado x

o del vector de entrada w.

3. Use la ley de fuerzas de Newton y las leyes constitutivas de cada elemento
del sistema, para escribir una ecuacién que solo involucre una de las com-
ponentes de y, pero que no involucre cualquier componente del vector Z—f
o cualquier otra variable distinta a las componentes del estado xz o del

vector de entrada u.
4. Organice las ecuaciones derivadas en el paso (2) como

d
%x(t) = Axz(t) + Bu(t)

y a aquellas derivadas en el paso (3) como
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Ejemplo 12 Supdngase que se tiene un sistema como el que se muestra en la
figura (5). Se desea conocer el desplazamiento de la masa cuando se aplica una
fuerzaw (t) = f(t) a partir det = to. Los desplazamientos z, y zp representan las
desviaciones posicionales con respecto a las posiciones de equilibrio del sistema.
Finalmente, la salida del sistema serd la posicion de la masa zp (t)

De acuerdo a las leyes de Newton y las leyes que gobiernan cada uno de los
elementos del sistema, las ecuaciones fundamentales del sistema son

F@) = frt) =Kz ()= 2()
fr @) = fu () + fB (t) = Mp*z, (t) + Bpz (¢)

Defina como vector de estado a

De inmediato se tiene que

%xl t) = wp(t)=x2(t)
d
M%xg (t)+ Bx2 (t) = wu(t)
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Figure 5: Sistema Mecdnico Traslacional Simple

Por lo tanto

[ %xl (t)

,ftz(t)} - [8 _lﬁHi;SHﬂL[E]u(o
v = [0 1 ][ 2 o

2.3 Modelaje en Variables de Estados de Sistemas Mecani-
cos Rotacionales

Aquellos sistemas que involucran movimientos rotacionales alrededor de una
direccién fija de coordenadas puede representarse mediante un sistema mecénico
rotacional.

Los sistemas mecénicos rotacionales que involucran inercias, resortes rota-
cionales y elementos de friccién son muy similares a los sistemas mecdnicos
traslacionales. En consecuencia para describir el movimiento de cada una de sus
partes, se requiere tanto como seis componentes de velocidad; tres de traslacién
y tres de rotacién. Sin embargo, es posible centrarse en sistemas mecdnicos
rotacionales cuyos desplazamientos rotacionales puedan descomponerse en com-
ponentes de la velocidad de rotacién alrededor de tres ejes de rotacién. Por
convencion, las rotaciones positivas son aquellas medidas en direccién antiho-
raria cuando se ve hacia el origen. La velocidad de rotacién puede representarse
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mediante un vector de rotacién de longitud proporcional a la velocidad angular
y con direccién a lo largo de un eje de rotacién tal que si la mano derecha toma
la masa rotante con los dedos apuntando en direccién de rotacién, el pulgar
apunta la direccién del eje de rotacién.

En los sistemas rotacionales las variables de flujo y de esfuerzo son el torque
o par y la velocidad angular respectivamente.

Los sistemas mecdnicos rotacionales cumplen con la ley segunda de Newton:
"La suma de todas los torques o pares aplicadas a un cuerpo dado es igual a la
suma de todos los torques reactivos". En referencia a la figura (2.2)

la ley de Newton puede establecerse como

T1(t) + 72 (t) =74 (¢) + 75 ()

El andlisis que se realizard en esta seccién solo incluira funciones lineales. Efectos
tales como la friccién estédtica, la friccion de Coulomb y otros efectos de friccién
no lineales no serdn considerados.

2.3.1 La inercia de rotacién

El torque o par resultante con respecto a un punto fijo (referencia inercial)
debido a todas la fuerzas con resultante F' sobre un cuerpo es

F=7FxF
donde 7 es el vector de posicién desde el punto fijo al punto de aplicacién de la
fuerza resultante F'. Pero ya que

d

dt

F=— (m?)
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Figure 6: Definicén de Momento Angular

se obtiene

—

- _da . ,
T=7x [E(mv)]—a(rxmv)

(%F) x mU =0

Si se define el momento angular como

ya que

—

H =7xmv
entonces la segunda ley de Newton correspondiente al movimiento angular es
d -
—H
dt

7= (13)
Para un cuerpo rigido que gira en torno a un punto fijo en el mismo cuerpo, o
bien en torno a su centro de masa, con una velocidad angular w, la velocidad
instantdnea de una particula de masa m; con respecto al punto fijo o centro de
masa (ver figura(6)) es

’171' =& X ’I_‘;
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donde el vector de posicién 7; se mide con respecto al punto fijo o centro de
masa del cuerpo.

En vista de las ecuaciones deducidas e integrando sobre todas las particulas
que constituyen el cuerpo se tiene el momento angular par aun cuerpo rigido

La expansién de la relacién anterior en sus componentes en el marco refer-
encial x — y — z que se anexa al cuerpo en el centro de masa o en el punto fijo
se obtiene

H = 1, [wm/(szer) dmfwy/(xy) dm—wz/(mz) dm]
+1, {—ww/(yx) dm+wy/ (2% +2?) dm—wz/(yz) dm}
+1, [—ww/(zx) dm—wy/(zy) dm-i—wz/ (z® + %) dm]

o definiendo los momentos de inercia Jy;, Jyy,J.. y los productos de inercia
Jzy, Jzz, Jyz se obtiene

—

H = T, (Joows — Joywy — Jozw.)
+fy [—waday + wWydyy — wzJy]
+Iz [*mezm - wazy + wszz]
= 1,H,+1,H,+1.H,
En el caso general en donde el eje de coordenadas x — y — z gira con una

velocidad €2 que puede ser distinta de la velocidad de rotacién del cuerpo w, la
razon de cambio del momento angular estd dada por

d - (d- i}
YH_(%H Qx f
at (dt >$_y_z+ X

y en consecuencia la ecuacién para el cuerpo rigido (13) se convierte en
" d = 7
T=|—-H +Qx H
dt oz

Dicha relacién puede expresarse en términos de las distintas componentes del
torque 7, para llegar a

7. = H,— H,Q.+H.JQ, (14)
T, = H,—H,Q,+ H,Q,
., = H,-H,\Q,+H\Q,
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y note que estas son la suma de todos pares de torsién que se aplican en una
direccién dada.

Para cualquier punto fijo de rotacién existe un conjunto de direcciones de
eje unidas al cuerpo en ese punto; éstos son los denominados ejes principales,
para los cuales los productos de inercia son cero. Si los ejes  — y — z coinciden
con los ejes principales, entonces la ecuacién (14) se transforma en

Te = thwr - Jnyzwy + JzzQywz
Ty = Jyywyy — Jo2Qaws + JuaQows
Tr = JoWs — JuaQywe + JyyQpwy

Ademis, si el movimiento ocurre sélo sobre un conjunto d ejes, por ejemplo,
el eje z —y, y se elije Q = w, entonces w, = 0, =0,y wy = Q, =0,y la
ecuacion anterior se reduce a

Tz = JzzWy

17 = Jpw = Jp20

donde w = %9.

En otras palabras, el torque de reaccién 7; se opone en direccién a la del
torque aplicado y es igual al producto del momento de inercia J y la aceleracién
angular %w.

La representacién de la inercia como un elemento de red se muestra en
la figura (2.3.1)-(i). Un terminal, a, representa el movimiento de la inercia;
mientras que el otro terminal, b, se considera tener el movimiento de la referencia
(centro de gravedad). El torque de reaccién 7; es una funcién temporal y se
considera que fluye "a través" de la inercia J.

a C e

(1) (ii) (iif)
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2.3.2 El resorte de rotacién o torsiéon

La elastancia o rigidez, K de un elemento mecédnico rotacional suministrard un
torque restaurador similar a la de un resorte traslacional o resorte de torsién.
En consecuencia, si se comprime, el resorte tratard de estirarse; mientras que
si se estira, este tratard expandirse para regresar a su posicién de equilibrio.
El torque de reaccién 7 (t) sobre cada terminal de un resorte rotacional es la
misma e igual al producto de la constante de elastancia K y la cantidad de
deformacién espacial del resorte. La representacién de un resorte rotacional
como elemento de red se muestra en la figura (2.3.1)-(ii). El desplazamiento
de cada terminal o extremo del resorte se mide a partir de la correspondiente
posicién original o de equilibrio. El terminal ¢ tiene una posicién angular 6., y el
terminal d tiene una posicién angular 6,, medidas ambas desde sus respectivas
posiciones de equilibrio. En consecuencia, la ecuacién de torque cumple con

Ti (t) = K (0c (t) = 0a (1)) = Kp~" [we () — wa (t)]
Si el terminal d estd fijo, entonces 64 (t) = 0, y la ecuacién anterior se reduce a
T (1) = KO, (t) = Kp~'we (t)

y en consecuencia

%TK (t) = Kw. (1)

2.3.3 El amortiguador rotacional

En los sistemas mecdnicos rotacionales, el amortiguamiento se refiere general-
mente a cualquier resistencia al movimiento rotacional que provoca la atenuacién
de éste ultimo. A diferencia de las masas y resortes que almacenan la energia, los
elementos que provocan el amortiguamiento disipan la energfa (y son elementos
estdticos).

La amortiguacién o friccién viscosa B caracteriza entonces a aquellos ele-
mentos mecdnicos que absorben energfa. El torque amortiguador es propor-
cional a la diferencia en velocidad angular de los dos cuerpos. Al igual que
para el amortiguador traslacional, se supone que la friccién viscosa es lineal
con respecto a la variacién en velocidad. Esto simplificard el anélisis del com-
portamiento dindmico del sistema mecédnico rotacional bajo estudio. La rep-
resentacién del efecto de disipaciéon o amortiguamiento como elemento de red
se presenta en la figura (2.3.1)-(iii) como un amortiguador. El torque reactivo
de amortiguamiento 75 (t) se aproxima mediante el producto de la constante
de amortiguamiento B y la velocidad angular relativa de los dos terminales del
amortiguador. Esto es

75 (1) = Blwe (t) —wy (1)) = Blobe (t) — by (1)]

El procedimiento para establecer las ecuaciones de estados de un sistema
mecdnico rotacional P mediante la asignacién de variables fisicas correspondi-
entes a variables asociadas a los elementos acumuladores de energfa, se muestra
a continuacion:
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1. Identifique cada posicién angular de cada resorte rotacional y la veloci-
dad angular de cada inercia con una componente del vector de estado .
Naturalmente, posiciones de diferentes resortes y diferentes inercias le cor-
responderdn diferentes entradas (a pesar de que los valores nominales de
los resortes o masas sean idénticos).

2. Use la ley de fuerzas de Newton y las leyes constitutivas de cada elemento
del sistema, para escribir una ecuacién que solo involucre una de las com-

ponentes de 92 pero que no involucre cualquier componente del vector de

t?
salida y o cualquier otra variable distinta a las componentes del estado z

o del vector de entrada u.

3. Use la ley de fuerzas de Newton y las leyes constitutivas de cada elemento
del sistema, para escribir una ecuacién que solo involucre una de las com-
ponentes de ¥y, pero que no involucre cualquier componente del vector %
o cualquier otra variable distinta a las componentes del estado x o del

vector de entrada w.
4. Organice las ecuaciones derivadas en el paso (2) como

d
ix(t) = Ax(t) + Bu(t)

y a aquellas derivadas en el paso (3) como
y(t) = Cz(t) + Du(t)

Ejemplo 13 Considere el sistema mostrado en la figura (2.3.3). La inercia Jy,
representa la parte rotatoria de un motor eléctrico o hidrdulico que aplica un
torque T (t), mientras que Jr, es la inercia de la carga. En servos de bajo nivel
de potencia, los ejes pueden considerarse inflexibles; sin embargo, en servos de
alto nivel de potencia requieren en general el modelaje de la elasticidad del eje
mediante la elastancia K. La amortiguacion Byp representa las pérdidas por
friccion en el eje. Los amortiguadores By, y B, pueden considerarse en modelos
mds completos, pero en este ejemplo se despreciardn. La salida de interés del
sistema es y (t) = wr, (t) .

La aplicacion de las leyes de Newton en cada inercia genera las siguientes
ecuaciones fundamentales

Tmpwm () + By (wm () — wi (1) + Kp~ ' fwpm () —wr (1)) = T(t)
Jrpwr, (t) — Barp (Wi () —w;i (8)) = Kp ™' wm () —wr ()] = 0

Defina como variables de estados

x(t) = Wm (t)
wi, (t)
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T(t)\? Bm

Jm

Win(1)

mediante la asignacion de variables fisicas asociadas a los elementos almace-
nadores de energia, De inmediato se tienen las siguientes ecuaciones de estados

i1(t) =

Zo (1)

@3 (t)
yt) =

Yy en consecuencia

<

—~
~

=
Il

To (t) — X3 (t)
K Bur

B

—_— t) — t t t
Jmffl() T za (1) + T 3 (t) + mu()
K BML BML
— t —_— t) — —— t
JLl“l(H‘ L 2 (t) L w3 (1)
z3 (1)

0 1 -1 0

% _BJA:IL Buvr x(t)+ Jtn u(t)

e Buwr _Bur 0

Jr Jr JL

[0 0 1]z@®)+[0]u(t)

Ejemplo 14 Considere el sistema mecdnico rotacional mostrado en la figura
(2.8.3). Se desea conocer la velocidad angular we de la inercia Jo cuando se
aplica un par torsional T a la inercia Ji. Supdngase que los ejes que conectan
dichos elementos son flexibles con coeficientes de elastancia Ki y Ks, y que
hay efectos de pérdida de energia por friccion y que se modela mediante una
amortiguador con coeficiente de amortiguamiento B.
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Es posible entonces demostrar que las ecuaciones fundamentales de dicho
sistema son

T(t) = Jiow; (t) + Kla_lwl (t) + Bw (t) + KQO'_l [w1 (t) — W2 (t)]
0 = Jyows (t) + KQU_l [LUQ (t) — w1 (t)]
y expresandolo en forma matricial se tiene
[ (J10+(K1+K2)0'_1+B) —K20'_1 :| |:w1(t) ] _ |:T(t) :|
—Koo! (Joo + Kz~ 1) wa (t) 0
o lo que es lo mismo
|: (J10'2+BO'+(K1—|—K2)) — K5 :| [ 0, (t) :| _ [ T(t) :|
—Kz (J20'2 + KQ) 92 (t) 0

Siguiendo el método de variables fisicas para asignar el vector de estados,
defina como variables de estados a

01 (t)
0'91 (t)

01 (t) — 02 (t)
092 (t)

xTr =

En consecuencia,

i’l (t) = 091 (t) = T2 (t)
I'g (t) = 0'01 (t) — 0'02 (t) = T2 (t) — T4 (t)

Use ahora las ecuaciones fundamentales para encontrar las expresiones para
&9 (t) y &3 (t). De la primera ecuacion fundamental se obtiene
Jli'g (t) + B£U2 (t) + (Kl + Kg) X (t) — K2 (:L'l (t) — I3 (t)) =T (t)
donde se ha usado el hecho que 02 (t) = x1 (t) — x3 (). Por lo tanto
) K, B Ky 1
)= —"Tay (t) — =20 (t) + —a3(t) + —ul(t
o (t) Jlﬂﬁl() Jlﬂfz()JrJlﬂC?»()JrJlu()
Use ahora la sequnda ecuacion fundamental para encontrar
J2$.4 (t) — K2$3 (t) = 0
0 sea K
b1 (0) = 2 1)
2

En forma matricial se expresa entonces las ecuaciones de estados como

0 1 0 0 0
d _Ky _B K2 1 T
at® = R S B O I KO
0 0o 50 0
y(t) = [0 0 0 1]z(®)+[0]u(t)



Ejemplo 15 Repita el ejemplo anterior pero ahora tome como vector de estados
a
T (1)
0'91 (t)
2 (t) =
0'02 (t)
donde Ty (t) y To (t) son los pares torsionales en los extremos de los resortes

rotacionales.
De la relacion constitutiva del resorte se tiene que

Tl (t) = K10'71LU1
To(t) = Koo 'wa(t) —wi(t)]
y de inmediato
21 (t) = K122 (t)
2.,’3 (t) = KQZ4 (t) — KQZQ (t)

y use ahora las ecuaciones fundamentales

(J10'+(K1 +K2) 0'_1—|-B) —KQO'_l w1 (t) . T(t)
—KQO'_l (J20+K20_1) :| |: wa (t) :| - |: 0 :l
para obtener
J12-72 (t) + 2 (t) — Z3 (t) + BZQ (t) = u (t)
Z9 (t) + J224 (t) = 0

Por lo tanto las ecuaciones de estados serdn

0 K 0 0 0
_1 _B 1 1

2(t) = OJl _[J(lz 61 Ky z(t) + 61 u(t)
0 - 0 0 0

y@) = [0 0 0 1]z(t)+[0]u(t)

Lo interesante de los ejemplos (14) y (15), es la ilustracién del hecho que
no existe tal cosa como la representacién en espacio de estados de un sistema
P dado. Las representaciones en variables de estados no son tnicas inclusive
cuando se emplea el método de asignacién por variables fisicas o almacenadoras
de energia.

3 Analogias

Existen diversas maneras de sistematizar el proceso de encontrar las ecuaciones
de estados de una planta dada una vez que se ha definido el vector de estados.
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T(1), w(t) W (t)
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il

=
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Sin embargo, en estas notas se utilizard el método de analogia eléctrica ya que
es mds natural para la audiencia a cual estd dirigida estas notas y permite
consolidar tantos los conceptos como los principales resultados de la teoria de
redes eléctricas.

El método se basa en el concepto de circuitos eléctricos andlogos y que se
emplean para representar sistemas (de diferente naturaleza fisica) para los cuales
las ecuaciones diferenciales que definen el conjunto de ecuaciones fundamentales
del sistema tienen la misma forma.

Para entender y justificar el método a presentar es necesario recordar varios
conceptos bésicos. En todo sistema fisico existen dos tipos de variables: a) las
variables de flujo, y b) las variables de esfuerzo.

Se definen como variables de flujo o variables ”a lo largo” como aquellas
variables que tienen el mismo valor a todo lo largo del elemento, o sea, la
variable fluye a través del elemento sin sufrir variaciones, y para su medicién
es necesario insertar un instrumento de medicién en serie con el elemento. Una
variable de flujo f de un sistema eléctrico es naturalmente la corriente, y esta
se mide colocando un voltimetro en paralelo con el elemento en el cual ocurre
la caida o diferencia de potencial.

Se definen como variables de esfuerzo o variables ”a través” como aquellas
variables que dependen de una diferencia a través de un elemento, y para su
medicién es necesario colocar un instrumento de medicién en paralelo con el
elemento. Una variable de esfuerzo e de un sistema eléctrico es naturalmente el
voltaje, y esta se mide insertando un amperimetro en serie con el elemento por
el cual fluye la corriente a medir.

No es dificil demostrar que la energfa o trabajo suministrado (o utilizado)
por un elemento por el cual fluye una variable f y en sus terminales estd presente
una variable de esfuerzo e, de acuerdo a la polaridad establecida en la figura
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e(t)

.
(t)
(@) (b)

Elemento Generalizado

(tierra o punto de referencia)

(3)), sobre el intervalo [0, 7

estd dada por
T
Energia = / e(t) f(¢)dt
0

Con la convencién dada, la energfa es una cantidad escalar y, bajo la polaridad
mostrada, se considera que si la energfa es positiva si el elemento absorbe o
disipa energia (como en una resistencia), y negativa si es emitida (como en una
fuente).

En consecuencia la potencia asociada a un elemento generalizado como el
mostrado en la figura (3) estd dada por

pot =e(t) f (1)

y las unidades siempre serdn en watts, independientemente de la naturaleza
fisica de las variables de esfuerzo y flujo.

En base a estos conceptos bésicos y convenciones se tiene los siguientes ele-
mentos "generalizados":

1. Resistencia o elemento disipativo: El comportamiento de un elemento
R es de una resistencia si esa determinado por la relacién constitutiva

e(t) = Rf (t) (15)

Tal elemento es no lineal si el pardmetro depende de f o e, y evidentemente
es un elemento estético.
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La correspondiente expresiéon para la potencia disipada por tal elemento
es

pot(t) = e(t) £ (1)
_ e _ 2
R R

y note que la potencia siempre serd positiva.

. Capacitancia: El comportamiento de un elemento C' es de una capaci-
tancia si estd determinado por la relacién constitutiva

e(t):/t %i(r)dT—i—e(to) (16)

con ty € R, y donde e (tg) es el esfuerzo acumulado en el elemento en el
instante tg.

La anterior relacién puede expresarse como
d
Ft) =2, (Ce(t)) =0 (Ce(t))

La relacién (16) se aplica tanto a elementos lineales como no lineales, y
demuestra que la capacitancia es un elemento dindmico.

Si C' es constante, la relacién constitutiva del elemento se reduce a

F)=0%e)

y si la capacitancia es variante en el tiempo, entonces

F6)=C(0) Se(t)+e(t) S0 0

Finalmente si la capacitancia es no lineal (depende de f o €), suponga que
C = C (e), entonces

d dC' de

Zo=2=22

dt de dt
y en consecuencia la relacién constitutiva del capacitor serd

d d
C (1) Ze®) +e(t) 2C 1)
d dC' de
ac de
de | dt

f(#)

= [C’—i—e
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Suponga que la capacitancia C es invariante en el tiempo y lineal, entonces
la potencia instantdnea suministrada al (almacenada por) condensador es

pot(t) = e (1) 1 (1) = Ce (1) e 1)

y en consecuencia, la energfa suministrada al capacitor entre ¢t = o y
t="Tes

T T d
energia = / pot(t)dt = Ce(t) pri (t)dt
to to i
= %C [€?(T) — €* (to)]

Suponga que tg =0, y e (0) = 0, entonces
1
energia = 5062 (T)

Dicha expresién puede interpretarse como que la energia es almacenada
en el capacitor generalizado a través de la variable de esfuerzo e, en conse-
cuencia, e califica como la variable de estado relacionada con el elemento
almacenador de energfa C.

. Inductancia o Inertancia: El comportamiento de un elemento L es de
una inductancia si estd determinado por

£ = [ pedr+ f @) a7)

to
con tg € R, y donde f (tp) es el flujo acumulado en el elemento en el
instante tg.

Al igual que en el elemento capacitancia, la relacién (17) se aplica tanto a
elementos lineales como no lineales. Para este elemento puede hacerse un
analisis similar al de la capacitancia para los casos cuando es te elemento
es variante en tiempo o no lineal.

La energfa almacenada por una inductancia L constante en el tiempo sobre
un intervalo [tg, T] estd dada por

energia = %L [f2(T) — f* (to)]
Suponga que to =0, y f(0) = 0, entonces
energia = %sz (T)
Dicha expresién puede interpretarse como que la energia es almacenada en
el inductor generalizado via la variable de flujo f, en consecuencia, f cal-

ifica como la variable de estado relacionada con el elemento almacenador
de energia L.
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4. Fuentes de esfuerzo y flujo:. El comportamiento de las fuentes de
esfuerzo y flujo, respectivamente, es

e = e(t)
fo= 7@

independientes de f.y e respectivamente. La simbologfa correspondiente
se muestra en la figura (4)

5. Transformadores y elementos giratorios: En los transformadores y
elementos giratorios transmiten el mismo tipo de energfa en los dos puer-
tos. Solo se presenta un cambio en la relacién entre las variables de flujos
y esfuerzos en ambos puertos. Para el transformador, la relacién estéd en-
tre el esfuerzo en un puerto y el esfuerzo en el otro, y entre flujo y otro.
Sin embargo, para el elemento giratorio, las variables estdn cruzadas, es
decir la relacion es entre el esfuerzo y el flujo en cada puerto. Este tipo de
transmisor de potencia se representard simbdlicamente como se muestra
en la figura (5) y se diferenciard mediante la relacién constitutiva corre-
spondiente.

El elemento transformador estd definido por la relacién constitutiva sigu-
iente

e1(t) = mea(t) (18)
RO =

El segundo factor es 1/m para lograr que la potencia de entrada al trans-
formador ideal sea igual a la potencia de salida, y en consecuencia, no
existe almacenamiento o disipacién de energia. Esto es evidente ya que

pot () = 101 (0) = (mea 1) (1120

= e (t) f2 (t) = pots (1)
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f,(t) fa(t)
—_— >
+ +
e, (t) e,(t)
Transformador o Girador
€1 (ﬁ) .
Por otro lado, la relacién constitutiva para un elemento giratorio es
e1(t) = rafe(t) (19)
1
fl (t) = —€2 (t)
ra

Las ecuaciones (19) suponen también un equilibrio de potencia para el
elemento giratorio ideal. Debido a la forma cruzada de la relacién entre
las variables en (19), pueden obtenerse, en principio, distintas formas de
comportamiento cuando los elementos giratorios se combinan con otros
elementos similares o no. Esto ultimo se ilustré con el elemento giratorio
eléctrico que se discutié previamente.

Ejemplo 16 Transformador mecanico traslacional: Considere la palanca
mecdnica con pivote mostrada en la figura (3). Considerando la rotacion
en torno al pivote O, se observa que

de modo que
a

Vi(t) = 5V2 (t)

Asimismo, puesto que se supone que la palanca carece de masa (es ligera),
el torque total sobre el sistema debe ser nulo, y en consecuencia

Fl (t)CL = F2 (t)b

0 seaq

Filt) = F5 (1)
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Defina como la constante del transformador a m = ¢, o sea m representa

la relacion de palanca, y obtenga entonces la siguiente relacion constitutiva

Vi) = mVh(t)
A () %FQ )

que coincide con la del transformador generalizado

Ejemplo 17 Transformador mecdnico rotacional: Considere el juego de en-
granajes mostrado en la figura (3). Aqui se denotara por N; al niimero de dientes
del engranaje i, w; = pB; es la velocidad de cada engranaje i, 0; es la posicion
angular de cada engranagje i, con i = 1,2. Generalmente, el acoplamiento entre
los dientes de los engranajes no es perfecto, y puede existir entre ellos un espa-
cio. FEste efecto no-lineal se conoce como zona muerta. Cuando la zona muerta
es pequena, esta se desprecia y hace al juego de engranajes como un elemento
lineal. Se supone también que los ejes conductores de los engranajes no tienen
inercia, son inflexible y no estan sujetos a pérdidas por friccion.
La relacion constitutiva del juego de engranajes es

N.
wy (t) = ﬁjwz (t)
Ny
Ty (t) = —Tr(t
1 (1) N, 2 (1)
Defina
N R
N R
como la relacion de engranaje o relacion de velocidad. En consecuencia,
wi(t) = mws(t)
1
Ty (t) = —T5(t
1(t) - 2 (1)

y esta coincide con la relacion constitutiva del transformador generalizado.
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N, dientes

N, dientes

Resulta evidente en base a las similitudes o analogias mostradas de los sis-
temas eléctricos, mecdnicos traslacionales y mecdnico rotacional que:

1. La corriente eléctrica, la fuerza mecdnica y el torque o par rotativo son
variables de flujo.

2. El voltaje o diferencia de potencial eléctrico, la velocidad lineal y la ve-
locidad angular son variables de esfuerzo.

Por lo tanto:

e La resistencia eléctrica, el amortiguador traslacional y el amortiguador
rotacional son elementos disipativos o resistencias generalizadas.

e La capacitancia eléctrica, la masa y la inercia son elementos capaci-
tivos.

e La inductancia eléctrica, el resorte traslacional y el resorte rotacional son
inertancias o inductancias generalizadas.

En consecuencia se puede establecer una analogia eléctrica (no es la tinica)
para los elementos mecdnicos traslacionales que se muestra en la figura (3)

y de igual manera se puede establecer una analogia eléctrica para los ele-
mentos mecdnicos rotacionales que se en muestra en la figura (3).

Ahora se plantea el siguiente procedimiento para construir el circuito eléc-
trico andlogo a un sistema mecénico (traslacional o rotacional) dado:
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Elemento Mecénico Elemento Eléctrico

Traslacional

F Fuerza I Corriente

V=px Velocidad \Y, Voltaje

M Masa C Capacitancia

K Elastancia 1/L Inductancia
reciproca

B Coeficiente de 1/R |Conductancia

Amortiguamiento

Elemento Mecéanico Elemento Eléctrico

Rotacional

T Torque o Par I Corriente

w=po Velocidad \% Voltaje
angular

J Inercia C Capacitancia
Elastancia 1/L Inductancia

reciproca

B Coeficiente de 1/R |Conductancia

Amortiguamiento

. Identifique cada uno de los elementos capacitivos del sistema y asignele
la correspondiente variable de esfuerzo en uno. Represente cada elemento
como un condensador C' con uno de sus terminales a un nodo comin o
tierra y asigne la variable de esfuerzo correspondiente como el voltaje del
otro terminal del capacitor.

. identifique los elementos del sistema que estdn conectados a un elemento
capacitivo y represéntelo como una resistencia o una inductancia de acuerdo
a las tablas de analogias presentadas.

. Identifique los transformadores mecénicos y represéntelos como un trans-
formador eléctrico. Determine la relacién de flujo de cada transformador
y sea consistente con las polaridades, en el sentido que las polarizaciones
del sistema mecdnico dado deben coincidir con las correspondientes polar-
izaciones en el sistema eléctrico.

. Coloque las fuentes de esfuerzo y de flujo como fuentes de tensién o cor-
riente de acuerdo a la aplicacién de estos en el sistema real. La polaridad
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de las fuentes estardn de acuerdo a las polaridades de cada uno de los
elementos mecédnicos que constituyen el sistema.

5. Aplique métodos nodales o mallas para determinar las ecuaciones funda-
mentales.

6. Asigne como variables de estados de acuerdo al método de variables
fisicas relacionadas con los elementos almacenadores de energia, para
construir el vector x. También puede usar el llamado método de fase para
asignar las variables de estados, el cual consiste en seleccionar como posi-
bles variables de estado a aquellas que aparecen derivadas en alguna de
las ecuaciones fundamentales obtenidas.

7. Verifiquese que las variables de estados seleccionadas sean independientes,
esto es, que no estén ligadas por una relacién meramente algebraica (o
sea, relaciones que no involucran derivadas o integrales).

8. Identifique la senal de entrada u y de salida y, y determine el modelo

@(t) = Flz(t),u(t))
y() = g@@),u®)

si el sistema es no-lineal, o el modelo matricial

z(t) = Az(t)+ Bu(t)
y(t) = Cz(t)+ Du(t)

para sistemas lineales.

Ejemplo 18 Considere el sistema mecdnico traslacional mostrado en la figura
(8). Aplicando el método arriba sugerido se construye el circuito eléctrico equiv-
alente (ver figura(3)). En dicho circuito los voltajes nodales corresponden a las
velocidades de las masas traslacionales del sistema mecdnico, esto es

Va(t)=0z2,(t); Vo(t) =0z (t); Ve(t)=02:.(t);

La sefial de entrada al sistema es u(t) = F (t), la fuerza aplicada en la masa
My; mientras que la salidas de interés son yy (t) = z4 () e ya2 (t) = 2p (1) .

E's importante notar que todos los condensadores equivalentes estdn conec-
tados a un nodo comin o tierra. Aplicando el método de nodos se obtienen de
inmediato las ecuaciones fundamentales del sistema

Mo + Big + £22 — ~Bug 02 (1)
— K Mo + By + EstK) g, oz (t) | = | F(t)
—Bi3 —Bo3 Mso + Bce oz (1) 0
donde

B, = B3+ Bag + By + Bg
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En un sistema mecdnico traslacional, segin el método de variables fisicas o
acumuladores de energia, las variables de estados son los desplazamientos de los
resortes y las velocidades de las masas. En consecuencia,

1 (t) 2 (t) — 2a ()
x2 (¢) 024 (1)

3 (1) 2 (1)

x4 (t) oz (t)

x5 (t) oz (t)

De las definiciones de las variables de estados, se obtiene de inmediato
Z1(t) = x4(t) —a2(t)
t3(t) = x4(t)
y solo resta hallar, @2 (t),&4 y @5(t), y las cuales deberin deducirse de las

ecuaciones fundamentales.
De la primera ecuacion se obtiene

Mixo + Bizwe + Kio2, — K122y — Bi3xs =
Mizs + Ko (24 — 2) + Bisxa — Bizzs =

Mljjg + K12£171 + Blg.']]z - Blngg, = 0
y por lo tanto
Ko Bis B3
t = —— [ —— - t
o (t) Mlxl() lez() le%()
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De la sequnda ecuacion fundamental se deduce que
b (t) = —%xl (1) - %xg (1) - %M () + %’% () + M%u(t)
y de la tercera ecuacion fundamental se llega a
i (1) = Bﬁf@ (1) + %”u (t) ]BWS 25 (1)

Por otro lado , las ecuacione de salida se convierten en

yi(t) = —a1(t) +a3(t)
Y2 (1) = w3(t)

Como resultado, el modelo en variable de estados para la planta mecdnica trasla-
cional dada serd

0 -1 0 1 0 0

’ S S 0
—x(t) = 0 0 0 1 0 z()+ | 0 [u(?)

dt _ Ko 0 _Ks Bas Boas 1

2 5 M, BM2 M M>

0 zv}: 0 M%f M 0

-1 0 0 1 0
Yy (t) - 0 O 1 0 0 T (t) + [0] u (t)

Ejemplo 19 Considere el sistema mecdnico rotacional mostrado en la figura
(8), el cual consta de dos cilindros (modelados por las inercias Jy y Ja) que
hacen contacto entre ellos y presentan pérdidas por friccion. Esto ultimo se
representa por el coeficiente de friccion Bs. Los cilindros también rozan con la
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carcasa en los cuales ellos se encuentra, esto se representa por los coeficientes
By y Bs.Es de interés la posicion angular, 05 (t), del cilindro Jo . Témese como
entrada al sistema el par o torsion T (t) aplicado en el resorte K.

Empleando el procedimiento sugerido se construye el circuito eléctrico equiv-
alente mostrado en la figura (8). Aplicando el método nodal se obtienen las
siguientes ecuaciones fundamentales

K K
TI; — X« 0 po1 (t) T(t)

-5t JSip+ (Bt Bs)+ 5t —B3 pls (t) | = 0
0 —B3 Jop + (B2 + Bs) + % pOs (t) 0

Ahora bien, supdngase que se desea asignar las variables de estados asociadas al
sistema mediante el método de variables fisicas acumuladoras de energia. Ini-
cialmente se tienen cuatro elementos almacenadores; sin embargo, como puede
verse en circuito eléctrico equivalente, el resorte Ky estd en serie con la fuente
de corriente T (t), y por lo tanto, éste puede eliminarse ya que no afecta el com-
portamiento dindmico del resto de la red y las salidas no dependen de 61 (t).
En términos del sistema original, el resorte K no existe efectivamente en la red
ya que el torque se transmite completamente a través de él. Por lo tanto, sdlo
existen tres elementos efectivos que son aumuladores de energia Ji,Jo y Ks, y
los cuales definen el vector de estados

De la definicidn anterior, se tiene de inmediato
@1 (1) = 2 (1)
y por lo mencionado las ecuaciones fundamentales se reducen a

AR AR S | bl R

Y se obtiene entonces de la primera ecuacion
J13 (t) + (Bl + B3) X3 (t) — Bsxo (t) = T(t)

0 Sea

s (1) = D2y (1) - BB

) J1

mientras que de la dltima ecuacion so tiene

23 (8) + JilT (t)

—Bsx3 (t) + JaZo (t) + (BQ + B3) T2 (t) + Koxq (t) =0
0 Seaq

(B + Bs)
Ja

s (1) + %xg )
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a(t) a,(t) / K

Ky

T®

pé, K1 PB;
T(t) 3 — B, Kz
Mientras que las ecuacion de salida es
y(t) =1 ()
En consecuencia, las ecuaciones de estados del sistema son
p 0 1 0 0
K B>+B B
Za) = | -5 —{BatBs) B w(t)+ | 0 ful)
0 By _(BitBs) +
J1 J1 1
y® = [10 0]a@+0)u

Del ejemplo anterior se concluye que el nimero de elementos acumuladores
de energfa son solo una gufa para estimar el niimero de variables de estados para
representar el comportamiento dindmico de una planta dada.
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3.1 DModelaje en Variables de Estados de Sistemas Electro-
mecanicos

Los sistemas electromecédnicos son un tipo muy especial de sistemas que proce-
san energia, en los que las dos formas predominantes de energia o potencia son la
eléctrica y la mecédnica. Este tipo de sistemas que pueden operar como conver-
tidores de energia o transductores son ampliamente empleados en la ingenierfa
de control.

En esta seccién se presentaran los modelos bédsicos de cierto tipo de sistemas
electromecédnicos como son los motores y generadores DC. La mayorfa de los
motores que se emplean en los sistemas de control son de corriente directa (DC).
Esto se debe a la facilidad de controlar la velocidad de un motor de corriente
directa. Asimismo, se puede invertir la direccién de rotacién con solo modificar
la polaridad del voltaje aplicado. También, las maquinas DC son capaces de
suministrar grandes amplificaciones de potencia.

3.1.1 Generador DC

Un motor DC puede emplearse como un amplificador de potencia (elemento
final de control), en el cual la potencia requerida para excitar el circuito de
campo es inferior a la potencia de salida en el circuito de armadura.

Considere el generador DC mostrado en la figura (3.1.1). En este sistema
, la variable controlada puede ser, dependiendo del problema, la corriente, el
voltaje o la potencia en el generador de salida.

En la mayorfa de los casos, es el voltaje en los terminales del generador que
debe permanecer constante. Por lo tanto, el voltaje en la carga es la salida, esto
es,y(t) =er(t).

El generador es controlado mediante la bobina de campo o excitacién. Si el
generador principal (2) tiene un excitador auxiliar (un generador (1) preliminar),
entonces la sefial de control u (t) es la corriente de excitacion o de campo i, () .
Las acciones externas para el generador son: a) los cambios en la velocidad de
rotacién del eje del generador, we, y del eje del excitador , wy; b) las variaciones
en la resistencia de carga Ry, o de la corriente de carga iy, ,; ¢) el desplazamiento
de las escobillas con respecto a los polos del generador; d) el desgaste del colector,
e) las variaciones en las caracteristicas magnéticas del acero y de las brechas de
aire, etc. Algunas de las acciones o entradas tales como las de la corriente de
carga iz, (t) o de las velocidades de rotacién w; (t) y we (t) son medibles y por
lo tanto pueden ser clasificadas como perturbaciones; mientras que las otras
pueden clasificarse como incertidumbres paramétricas o paramétricas.

Suponga que la variable de perturbacién es la corriente de carga, o sea,
d(t) =g (t). Ahora el modelo matemadtico del sistema sera:
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u(t) = ie(t)
e1(t) = ¢ (ie (1))
e1(t) = Ciwip (1)

. diq (t
e1(t) = Ryir(t) + Lo dt( )
ea(t) = pa(i1(t))
ex(t) = Cowapsy (1)

e (t) = Ramir (t)+ur (t)

donde e y ey son las fuerzas electromotriz en las armaduras de los generadores
auxiliar y principal repectivamente; ¢ (i. (t)) v @5 (41 (t)) son las funciones
caracteristicas de excitacién de los generadores.

Estas ecuaciones no toman en cuenta la respuesta de la armadura, la disi-
pacién magnética, y las corrientes de fuga en el sistema magnético, u otro nu-
mero de variables no muy importantes. En el establecimiento de dicho modelo
se ha aplicado el principio de obtener un modelo lo suficientemente preciso para
describir el comportamiento dindmico del sistema, pero lo suficientemente sen-
cillo para que su manipulacién matemaética sea rapida y efectiva.

Los coeficientes de proporcionalidad C y Cs son pardmetros de la planta y
dependen de las caracteristicas de las bobinas o enrollados de la armadura y de
la posicién de las escobillas relativas a los polos del generador.

Noten que los flujos ¢,y @, son funciones de las corrientes de campo y
el tipo de hierro que se emplee en el campo. Una curva caracteristica o de
magnetizacion tipica se muestra en la figura (3.1.1). Hasta la saturacién, la
relacién es aproximadamente lineal, y el flujo es directamente proporcional a la
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Flujo, ¢;

>
> )
Corriente de Campo

corriente de campo

1 (1) = Kaiie(t)
o (t) = kai1 (1)

En consecuencia, se obtienen las siguientes expresiones para las fuerzas elec-
tromotrices generadas en los bornes de las armaduras de los respectivos gener-
adores

e1(t) = KWMi(t)
€2(t) = KéQ)il (t)

donde Ks(,j ) = Cjwjk;, denominadas las constantes del generador (j),7 = 1,2.
y las ecuaciones fundamentales del generador considerado son

e1(t) = K(l)le (t)

e1(t) = Ruir(t)+ Lo dzzlt(t)
ex(t) = iy (t)

e2(t) = Ramir (t)+ug (1)

Defina como variable de estado a

z(t) =iy ()
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para obtener

d Ry .(51)
(1) L, E O+ e @+ 0d ()
K 1
y(®) = o)+ 0lu(t) - z—d(t)
%x(t) = Az (t)+ Buu(t)+ Bad (t) = Az (t) + [ By B ] { 283 }
B
y(t) = Cz(t)+ Dyu(t)+ Dad(t) =Cz(t)+ [ Dy Da | [ ZEQ ]
D
donde 1
A:{—%;B:[Bu Bd}:[ligz 0}
o=[f] 1o pi-l0

Este ejemplo es interesante ya que ilustra la manera en que debe manipularse
y representarse las ecuaciones de estados cuando el sistema estd sujeto a entradas
de control y perturbaciones. Al mismo tiempo, demuestra que la representacién

de un sistema o planta
A B\"
P < 45 )

x

es lo suficientemente general para abarcar casos donde la planta esta sujeta a
varios tipos de senales (control, perturbacién y ruido).

Ejercicio 20 Deducir un modelo en variables de estados para el generador DC
mostrado en la figura (3.1.1) si ahora el generador de excitacion (1) tiene una
resistencia Ry en serie con la inductancia Ly y la senal de entrada es la tension

u(t).

3.1.2 Motor DC controlado por armadura

Considere la planta electromecénica "Motor DC controlado por Armadura"
mostrado en la figura (7). La velocidad de rotacién w(t) de una carga con
momento de inercia J puede controlarse mediante la tension w (t) aplicada en la
armadura del motor o por la tensién uy (¢) aplicada en el campo del motor. En
este ejemplo, el control se realizard por la armadura mientras que se mantiene
constante uy (t) .se supone que el eje del motor es inflexible. Por lo tanto, u (t)
es la entrada a la planta, mientras que la salida y (¢) es w ().
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El comportamiento dindmico del motor puede describirse matemédticamente
por las ecuaciones diferenciales

Py = O (iy)

W(t) = Ruia () Lo i (0) + vemy (1)
Vems () = C®uw(t)

To(t) = @i (b)

T, () = J%w(t)—&-Tf

Aqui @y (if) y Ty = Ty (w) son generalmente funciones no-lineales, J es el
momento de inercia de la carga reducida al eje del motor. Para simplificar el
andlisis puede suponerse que el torque de friccién sobre el eje del motor estd
dado por

Tf = Bw (t) .

donde B es el coeficiente de friccién.

Los coeficientes de proporcionalidad C' y x son pardmetros del motor y de-
pende de su disefio. Aqui se han despreciado la respuesta de la armadura, la
disipacién magnética y el efecto de las corrientes de fuga.

Defina como variables de estados a x1 (t) = i, (t) ;22 (t) = 0(¢);23(t) =
w (t) para encontrar que

() = -~ (0 - a0 - u)
o (t) = w3(t)

Bs() = (1)~ s 1)

g = ws(t)

donde K7 = k®j; es la denominada constante de torque del motor, mientras
K, = C®), es la constante de fuerza electromotriz del motor. En consecuencia

i1 (t) —f 0 B 1 (1) -+
T3 (t) % 0 —g x3 (t) 0
1 (1)
y() = [0 0 1 ]| a2(t) | +[0]u(?)
w3 (t)

Dichas ecuaciones tienen la forma

%x(t) — Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cxz(t)+ Du(t)
donde A € R**3, B € R**',C € R'*3,D € R.
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Figure 7: Motor DC controlado por Armadura

En este caso, las variables de estados 1 (t) = i, () ;22 (8) = 0 (t) ;23 (t) =
w (t) tienen un significado fisico definido, ya que cada una de ellas representa una
variable fisica relevante a la representacién dindmica de la planta considerada.

3.1.3 Motor DC controlado por campo

Considere ahora el sistema electromecdnico: "motor DC controlado por campo”
mostrado en la figura (3.1.3). Un motor DC donde la corriente de armadura (o
el voltaje de armadura V,) se mantiene constante puede controlarse mediante la
manipulacién del voltaje aplicado en el campo o la excitacién del motor. La cor-
riente de armadura puede ser suministrada por un generador DC o de una linea
de corriente alterna. Este ultimo método requiere del uso de transformadores y
rectificadores para obtener las rectificaciones adecuadas de la senal.

En este sistema la senal de entrada o de control es el voltaje de excitacion
o de campo, u (t) = V; (¢) .El voltajeVy (t) aplicado al campo se obtiene como

la salida de un amplificador de baja potencia o de un generador DC, como el
considerado previamente, cuando se requiere un nivel de potencia mayor. En
el circuito de campo, la resistencia del enrollado es Ry, y la inductancia es L.
El torque T, (t) desarrollado por el motor es proporcional al producto de la
corriente de armadura iy, (t) y el flujo magnético ¢, no aumenta linealmente
con la corriente.

T (t) = Cipy(t)ir (t)
= Cipy (1) 11

donde C; es una constante para el motor y depende de el numero total de
conductores de la armadura, el nimero de polos en el campo, etc. La mayoria
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de los motores que se emplean en sistemas de control operan en la regién lineal,
por lo tanto

P = Kif
donde « es la pendiente de la curva caracteristica en la regién lineal de (3.1.1).
En consecuencia,

Tm(t) = Cl/{]LZ‘f(t)
= Krig ()

y Kt = CykI, es la denominada constante de torque del motor.

El torque de carga se considera como variable no controlada observable, en
consecuencia, se considera como perturbacién a d (t) = Ty, (¢) .

Si el momento de inercia de la armadura es .J, el coeficiente de friccién viscosa
es B,y el torque de carga es T7, (t), entonces las ecuaciones fundamentales del
sistema son

Vi) = Ryip(0)+ LY (20)
T (t) = Krig(t)
T, (1) = JL%w(t)+Mw(t)+TL )

donde w (t) = pf (t) con 6 (t) como la posicién de la carga.
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Defina como vector de estado a
6 ()
v (t) = | 0 ()
i (1)

para obtener como modelo en variables de estados a

; 0 1 0 0 0
Zat) = |0 5 S |ew+| 0 |u@+| ~F |d®)
0 0 S i 0
y() = [1 0 0]a()+[0]u(t)+[0]d()
y nuevamente
d u (t)
o0 = Az(t)+ Buu(t) + Bad (t) = Az () + [ Bu Bd][d(t)}
B
y(t) = Cx(t)+ Dyu(t) + Dad(t) = Cx (t) + [ Dy DH[ZEQ]
D
donde
0 1 0 0 0
A=|0 -5 B . B=[B, Bs]=| 0 -5
0 O ‘L—ff L% 0
C=[10 0] [Du Da]=[0 0]

3.1.4 Tacémetro

Un tacémetro DC es un generador en el cual el flujo magnético es suministrado
por un magneto permanente. debido a que el flujo se mantiene constante, la
ecuacion que describe la operacién de un tacémetro es

ey (1) = o L0 (1) = Krph (1)

donde K1 = k¢ es una constante y e, (t) es el voltaje generado.
En consecuencia, un tacémetro suministra un voltaje e, () el cual es pro-

porcional a la velocidad a la cual se conduce el generador.
3.1.5 Servomotor AC

Un motor AC de dos fases se emplea para aplicaciones de bajos niveles de
potencia. Una de las fases es suministrada con un voltaje AC fijo y el cual actia
como voltaje de referencia. La otra fase se conecta con el voltaje controlado.
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+ ec(t) -

oo
i(t)

+ T(t) 6. (1)
e(t)
B
J%

Una representacion esquematica de un motor AV se muestra en la figura (3.1.5).
Debido a que el voltaje de referencia e (t) es contante, e.(t) = E. = cte,
la velocidad depende del voltaje de control e(t). La direccién de rotacién se
revierte mediante el cambio de polaridad del voltaje de control.

Como se observa del diagrama, las bobinas de referencia y de control estdn
desplazadas en 90° en el estator del motor. En consecuencia, aunque el voltaje
aplicado en cada bobina tiene la misma frecuencia, hay una diferencia de fase
de 909 de uno con respecto al otro.

Las curvas tipicas que relacionan el torque desarrollado en el eje del motor
T (t) y la velocidad angular 9(15) para valores constantes de la corriente de
control 7 (t) se muestran en la figura (3.1.5).

La ecuacién que describe la operaciéon del motor AC de dos fases alrededor
de algin punto de operacién se deriva a continuacién: De la figura (3.1.5) se
observa que la velocidad de rotacién es una funcién de T'(t) e i () :

d 0(t)=F(T,:
S0(0) = F (T,0)
La linealizacién alrededor del punto de operacién genera

o0
@n+a

60 (t) = 9

- (5i) = —C4 (6T") + Cs (8i)

T

i

donde 66 (t) representa al cambio incremental en la velocidad de rotacién del eje
del motor desde un valor de referencia (determinado por el punto de operacién),
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d
Velocidad, — g (t
elocida dtq()

A

Torque, T(t)

y
o0
C, il
o0
02 = E
T

El término |; es la pendiente de las curvas de magnetizacién u operacién
del motor en las condiciones de operacién de referencia, la cual es negativa. El
signo menos convierte C; en una constante positiva. Para un par o torque dado

89

T (t), la velocidad aumenta cuando la corriente aumenta, asi que Cy = 57| es
T

positiva. En consecuencia, se tiene que

5T = Cil [02& - 59} — Cy [0251' - 5{9}

donde C3 = 2 = —2L

o 50 | - El balance de torque para la armadura genera la

i

T(t) = TL(t) = (Bu+ Jp) (p0 (1))

y para pequenas desviaciones del punto de operacién

5T — Ty, = (By + Jp) (59 (t))
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El comportamiento del circuito eléctrico estd dado por
e(t)=(R+Lp)i(t)=R(1+7p)i(t)
donde 7 = %. Para pequenas desviaciones, se tiene entonces que
de(t) = R(1+7p)di(t)

y el vector de estados serd

[ i)
o= 3o |
Las correspondientes ecuaciones fundamentales son
d 1 1
@&El (t) = 7;5z1 (t) + Ec;e (1)
mientras que
d B, 1
a(s.%‘g (t) = —7(51}2 (t) + j [(5T - TL]
B, 1
= 775:@ (t) + 7 [C5 [Codxy () — 0z (t) — T, (t)]]
1 1 C!
= 5CsCydu (1) = 5 [By — Csdaa (1) — 73TL (t)
y las ecuaciones de salida
8y () = 66 (t) = dws (1)
En consecuencia
Lser) - ~ 0 oz (t 7 | gu % law
P LIRS PR LCES I LICRS B IO
y(t) = [0 1]éx(t)+[0]6u(t)+[0]d(t)
o0 sea
J - 0 A0 ][ 6
T = [ 1050, (B, - Cy } o (t)+ [ (- ] [ a(t) ]
du (¢
Sy(t) = [0 1])éz(t)+[0 0] { ;é)) }

4 Ecuacion de Lagrange

Los sistemas electromecénicos son modelados también mediante el bien conocido
método de Lagrange. Este es un método unificado que permite modelar una
amplia sistemas fisicos independientemente de su estructura fisica.

La ecuacién de Lagrange puede expresarse como

i aiK _ 8K +8£+6i—Q
dt \ 94y, 0an)  Odn  Oqn "

paran = 1,2, ..., donde
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e K representa la energfa cinética total del sistema,

D es la funcién de disipacion del sistema,

P es la energia potencial total del sistema la cual no depende de las ve-
locidades generalizadas.

Q. es la fuerza generalizada aplicada en la coordenada n

e g, representa la n — ésima coordenada generalizada

° (p = %" es la velocidad generalizada en la n — ésima coordenada.
e n = 1,2,.. denota el nimero de coordinadas o grados de libertad que
existen en el sistema.

A la cantidad
L=K-P

se denomina Lagrangiano del sistema. y en términos de ellas la ecuacién de
Lagrange puede expresarse como

NI (@) pe
dt \ 94y O0qn)  Odn

La energfa cinética total T' incluye todos los términos de energia, indepen-

dientemente de que sean eléctricos o mecdnicos. La funcién de disipacién D

representa la mitad de la tasa de energfa a la cual la energfa es disipada como

calor, la disipacién es generada por friccién en un sistema mecédnico y por una

resistencia en un sistema eléctrico. La energia potencial total almacenada en el

sistema se denota por V. Las senales de entrada, de alimentacién o control se
representan por Q.

Ejemplo 21 Considere el sistema mecinico P: ”Brazo polar con dos enlaces”.
(Ver figura (4)). Aqui se supone que las masas de los brazos estan concentrado
en los terminales de los enlaces.

Para determinar las ecuaciones dindmicas de esta planta defina

como el vector de fuerza generalizado, donde el torque n y la fuerza f pueden
suministrarse mediante motores y/o actuadores hidrdulicos.
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Para este sistema la energia cinética total se debe al movimiento angular 0,
y al movimiento lineal o radial 1 :

1 -2 1 .
K= imr29 + §mr29

y la energia potencial es
P = mgrsin (0)

Por lo tanto, el Lagrangiano del sistema es

1 2 1
L=K-P= imr29 + §mr20—mg7"sin @)

s Lol

y obtenemos

d oL _ mr26 + 2mri6
dt 0q — mr
oL f;ngr cos (0)
9 mrf — mgsin (6)

ya que la funcion de disipacion D es cero.
Por lo tanto, aplicando 21, se obtienen las ecuaciones dindmicas del sistema:

mr26 + 2mri6 + mgrcos () =n

2
mr — mrf + mgsin () =f
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Si se define

(note que se han tomado como variables de estados a aquellas variables cuyas
derivadas aparecen en las ecuaciones fundamentales), se obtiene las siguientes
ecuaciones de estados para el sistema

ma3 (t) ig (t) + 2mas (t) z4 (t) 22 (t) + mgxs (t) cos (z1 () = uy ()
miy (t) — mas (t) 23 (t) + mgsin (z1 (t)) = ug (t)

Y el modelo en variables de estados serd: en primer lugar se presentan las
ecuaciones de estados

Zf?l (t) = X2 (t)

. __cos(@(t)  jza@z2(t)  w ()
20 = 0 T w0
t3(t) = w4a(t)

@4 (t) = —gsin(z1(t)) +x3 () 22 (t) + uiit)

las cuales pueden expresarse como

d
%x ()= f(z(t),u(t))

y finalmente, se tienen las ecuaciones de salida

vo=| 20 | =sew

El método de modelaje por la Ecuacién de Lagrange se aplica generalmente
en la descripcién dindmica de:

e Sistemas no-lineales
e Sistemas Electromecdnicos

e Robdtica

y se refiere a (7) para profundizar en esta poderosa técnica de modelaje y
andlisis de sistemas dindmicos.

Ejercicio 22 Considere el sistema mecdnico traslacional mostrado en la figura
(4). a) Dibuje la red eléctrica equivalente para el sistema mecdnico considerado.
b) Escriba las ecuaciones fundamentales del sistema dado. c¢) Determine la
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representacion en variables de estados empleando el método de variables fisicas,
st la senial de entrada u (t) es la fuerza f (t) aplicada en la masa My, y se tiene
interés solo en la posicion de la masa Ms. d) Encuentre la representacion en
variables de fase del sistema.

Ejercicio 23 Un modelo simplificado para la suspension wvertical de un au-
tomdovil se muestra en la figura (4). a) Dibuje una red eléctrica equivalente,
b) Determine las ecuaciones fundamentales del sistema, c¢) Derive un modelo
en variables de estados para este sistema, d) Determine la ecuacion diferencial
entrada-salida

donde

y(t) =1 (t)

Ejercicio 24 Un actuador electromagnético se muestra en la figura (4). FEl
actuador contiene un solenoide que produce una fuerza magnética que es pro-
porcional a la corriente que circula a través de la bobina, o sea,

f(t) = Kri(t)

donde Ky es una constante. La bobina tiene una resistencia y una inductancia
de valores R y L respectivamente. a) Encuentre el circuito eléctrico equivalente,
b) Determine las ecuaciones fundamentales del sistema, ¢) Escriba al menos dos
modelos en variables de estados para este sistema.

Nota: la fuerza electromagnética f (t) se aplica directamente a la masa M.

Ejercicio 25 En el sistema mecdnico mostrado en la figura (4), v es el radio del
cilindro. a) Encuentre el circuito eléctrico equivalente, b) Determine las ecua-
ciones fundamentales del sistema, ¢) Escriba al menos dos modelos en variables
de estados para este sistema si la entrada al sistema es u(t) =T (t) y la salida
esy (t) = 22 (t), d) Determine la ecuacion diferencial que relaciona u (t) ey (t).
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